ME CANIQUE. Cinématique

PTSI

Cinématique

Tester le cours

Qu’est ce qu'un solide?

C'est un objet pour lequel les distances entre deux
points sont invariantes au cours du temps.

Qu’est ce qu'un point matériel ?

C'est un systeme dont le mouvement est entiérement
décrit par celui de son centre d'inertie. On néglige alors
les mouvements de rotation sur lui-méme.

Quelle est I'expression de la vitesse en fonction du vec-
teur position? En donner une interprétation géomé-
trique.

C'est la tangente a la trajectoire en tout point.

o s — —
Quelles sont les dérivées de ¢, et de e—9> par rapport au de;. _ ée_9> ot deg — e
temps ? dt dt "
. , , . — P4
Expressions en coordonnées cartésiennes : o OM = we; + ye; + zes et |[OM| =

¢ du vecteur position et de sa norme,
du vecteur déplacement élémentaire,
des longueur, surface et volumes élémentaires,

du vecteur vitesse et de sa norme,

/x2+y2+22
—
o dOM = dze; + dye, + dzey

o dl =dz (oudyoudz);dS =dx dy (oudx dz
oudy dz); dV =dz dy d=

du vecteur accélération et de se norme. o U =ity t+yeyties et | V|| = /22 + g2 + 22
o @ =ie,+ie,+iel et T =3+ % + 22
Expressions en coordonnées polaires :
o du vecteur position et de sa norme, o OM = re; et [|[OM|| = r

& du vecteur déplacement élémentaire,
¢ des longueur, surface et volumes élémentaires,
¢ du vecteur vitesse et de sa norme,

o du vecteur accélération et de se norme.

dOM = dre! + ddde;
dt=droudl=rdf;dS=rdrddd
v :fe_7«>+rée_9>

T = (7 —r0?) e + (270 +rf) &

o0 O 0

Expressions en coordonnées cylindriques :
¢ du vecteur position et de sa norme,
¢ du vecteur déplacement élémentaire,
¢ des longueur, surface et volumes élémentaires,
¢ du vecteur vitesse et de sa norme,

¢ du vecteur accélération et de se norme.

H H
o OM =&, + z&. et |[OM]|| = V% + h2
—

o dOM = dre; +rdfe; + dzel

o dl = dr oudl = rdf ou d¢ = dz; dS =
rdfoudS=rdfdz;dV =rdr df dz

rd
o 7:fe_7«>+rée_9>+ée_z>
T = (i —rf?) & + (270 +16) & + zeL

Pour un mouvement circulaire de rayon R et de vitesse
angulaire w donner |'expression :

¢ du vecteur position,
o du vecteur vitesse,

¢ du vecteur accélération (on donnera une expres-
sion en fonction de la norme de la vitesse).

s
o OM = Re;
o 7:Rwe—g>
. 2
o 7——Rw26—Z+Rwe—9>:—%e_f+%e_§
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Que devient I'accélération dans le cas d'un mouvement
circulaire uniforme?

— 2— v’
d = —Rw

€. =——ée

Qu’est ce qu'un mouvement uniforme ?

C'est un mouvement qui se fait a norme du vecteur
vitesse constante.

Comment démontrer qu'un mouvement est uniforme ?

4.7 =0.

Comment caractériser un mouvement accéléré? Ra-
lenti ?

C’est un mouvement pour lequel ¥ et @ sont orientés
dans le méme sens @. 7 > 0 (ou le sens contraire pour
un mouvement ralenti @. 7 < 0). A savoir démontrer !

Dans quels cas utilise-t-on les coordonnées polaires 7

Mouvement plan autour d'un axe ou d’un point.

Dans quels cas utilise-t-on les coordonnées cylin-
driques ?

Mouvement 3D autour d'un axe ou d'un point.

Dans quels cas utilise-t-on les coordonnées carté-
siennes ?

Mouvement rectiligne ou mouvement quelconque.

Tester les Bases

TLB,.. | Coordonnées cartésiennes
On consideére un point M en mouvement dont les coor-
données cartésiennes sont a chaque instant :

=1
a:(t) = Qg t2 + 29 ZO inm
0= -
y(t) = —vt avec
z(t) = 20 a0 =2 m/s*
v=2m/s

1. Déterminer les composantes du vecteur vitesse et du
vecteur accélération.

2. Calculer la norme de la vitesse de M a la date
t=2s.
3. Calculer la norme de I'accélération de M 3 la date
t=1s.

TLB,.. 2 Coordonnées aylindriques
On consideére un point M en mouvement dont les coor-
données cylindriques sont a chaque instant :
ro=1m
w=3rad - s~
ap=1m - s2
0y = 2 rad
v=3m - s

T(t) = Qo t2 + 70 1

0(t) =wt— b
z(t) = —vt

avec
-1

1. Déterminer les composantes du vecteur vitesse et du

1. Exprimer la vitesse et I'accélération a I'extrémité du
bras de la centrifugeuse, dans la base locale des coor-
données polaires.

2. Calculer €2 en tours par minute si R = 5,0 m et si
I'accélération obtenue vaut 6 g, ou g est |'accélération
de la pesanteur terrestre : ¢ = 9,8 m - s 2.

3. En déduire la vitesse a I'extrémité du bras. Donner sa
direction.

TLB,.. 4+ Analyse

On donne les équations horaires de différents mouve-
ments dans le plan (Oxy) du point M. Indiquer dans
chaque cas les caractéristiques du mouvement.

l.z(t) =at>? —bt+c et y(t)=2c
2.r(t)=2c et O(t)=dt+e.
3.7(t) =bt+c et 6(t) =2e.

TLB,.. S rase oylindrique

Faire apparaitre sur les 3 schémas les vecteurs de la
base cylindrique et les coordonnées cylindriques corres-
pondantes. Exprimer dans cette base locale le vecteur
position OM, le vecteur vitesse W le vecteur dé-

placement élémentaire dOM et le vecteur accélération
—
aM/R-

vecteur accélération. ul Ve dans le
Vue de dessus "plan de la porte”

2. Calculer la norme de la vitesse de M a la date : M

t=1s. = T

3. Calculer la norme de I'accélération de M a l'instant i

initial. o
.

TLB,.. 3 Mouvement circulsire x  Qpmmmmmemmee--a- i

Au cours de leur entrainement, pour habituer leur orga-

nisme a supporter les fortes accélérations du décollage et

de I'entrée dans I'atmosphere, les cosmonautes sont pla-

cés sur un siege fixé a I'extrémité d'un bras de longueur

R, en rotation a vitesse angulaire 2 constante.
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TLB... b Mouvement rectiliane

On considére deux points A et B astreints a se dépla-
cer sur un axe Oz. Leurs abscisses respectives x4 et xp
sont données en fonction du temps par z4 = at® + b et
xpg = ct avec a,b,c positifs.

1. Déterminer les expressions des vitesses et accéléra-
tions de A et B. Comment qualifiez vous les deux mou-
vements ?

2. Déterminer les dates pour lesquelles les deux mobiles
occupent la méme position. A quelle condition sur a, b
et ¢ ces dates existent-elles ?

TLB,.. T Mouvement périodique
On considére un point A astreint a se déplacer sur un axe
Ox. Son abscisse x 4 est donnée en fonction du temps

Exercices

Ex | Rotation propre de la Terre

On considére le mouvement de rotation propre de la
Terre autour de son axe A. Ce mouvement est uniforme
et sa période est appelée jour sidéral. Elle vaut J; = 23h
56 min 4s. Déterminer la vitesse de notre salle de classe
dans le référentiel géocentrique.

Ex 2 Parkina

Une voiture située au cinquieme sous-sol d'un parking
sous-terrain entame sa remontée vers la surface. Cette
voiture est repérée par ses coordonnées cylindriques :

p=R 0=w.t z=a.t

ou R, w et a sont des constantes.

1. Quelle est la trajectoire de ce véhicule?
On note h la distance séparant deux positions succes-
sives du véhicule correspondant a un méme angle 6.

2. Etablir la relation entre a et h.

3. Déterminer les vecteurs vitesse et accélération en un
point quelconque de la trajectoire.

4. Montrer que le mouvement est uniforme.

Ex 3 Manéce

On considére un manége tournant a la vitesse w. Un
enfant assimilé a un point matériel part du centre O
et marche uniformément le long d'un rayon du manege.
Déterminer |'équation de la trajectoire en coordonnées
polaires dans le référentiel lié au sol. Tracer I'allure de
la courbe.

Ex 4 Tanaente 3 Ia trajectoire
Les coordonnées d'un point matériel par rapport a un
repére fixe (Oz, Oy, Oz) sont

x(t) = 4.2
y(t) =4(t - t*/3)
2(t) = 3t + t3

par x4 = acos(wt + @) avec a positif.

1. Déterminer |'expression de la vitesse et de |'accéléra-
tion de A.

2. Déterminer les positions pour lesquelles la vitesse est
nulle ? maximale?

3. Méme question pour I'accélération.

4. Tracer le graphe de la vitesse en fonction de la posi-
tion.

TLB.,.. & Freinace

Une voiture animée d'une vitesse vg = 90 km/h sur
une trajectoire rectiligne freine avec une accélération
constante de norme a = 4.2m - s72. Calculer la du-
rée et la distance de freinage.

Déterminer le vecteur vitesse et montrer que la tangente
a la trajectoire fait un angle constant avec I'axe Oz.

Ex S Dépassement

Une voiture de longueur d = 4 m suit un camion de
longueur D = 10 m a la vitesse vg = 72 km/h sur une
route droite et horizontale. La distance entre |'avant de
la voiture et |'arriére du camion est alors L = 35 m. A un
instant pris comme origine des dates, le conducteur de la
voiture décide de doubler le camion et impose a son vé-
hicule une accélération constante ¢ = 3.0 m - s~2. On
prendra comme origine du repére la position de |'avant
de la voiture au début du dépassement.

1. Etablir I'équation horaire x(t) du mouvement de
I'avant de la voiture ainsi que celle de I'avant du ca-
mion X ().

2. Si on considére que le dépassement est terminé quand
['arriére de la voiture est 20 m devant |'avant du camion,
calculer la durée du dépassement ainsi que la distance
parcourue par le camion pendant ce temps.

Ex £ Test de Staeilité

Lors d'un test de stabilité une voiture repérée par le
point G de coordonnées (z,y) dans le référentiel R
est astreinte a suivre une trajectoire sinusoidale hori-
zontale de slalom entre des plots espacés d'une distance
L de maniére a conserver a tout moment une vitesse
& = vo = 50 km/h Si on veut conserver a tout moment
une accélération inférieure a 0.7 g a quelle distance mi-
nimum doit-on placer les plots? On notera dy = 3 m
I"amplitude de la sinusoide.
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Ex T Mouvement circulaire uniforme
Une araignée assimilable a un point matériel M se dé-
place par rapport a un repéere Oxyz selon les équation
horaires cartésiennes :
x(t) = asin(wt)
y(t) = asin(wt + %)
. P)
2(t) = asin(wt + &)
1. Montrer que la trajectoire de M est contenue dans un
plan passant par O et donner son équation cartésienne.

avec a = cste et w = cste.

2. Montrer que l'araignée se déplace sur un cercle de
centre O et donner son rayon.

3. Calculer la norme du vecteur vitesse de I'araignée a
chaque instant. Comment peut-on qualifier le mouve-
ment ?

4. Calculer la période T de ce mouvement.

Ex & Vol dun insecte

Un insecte M, en mouvement dans un plan (Ozy) vole
a vitesse constante en norme vy de sorte que l'angle «
entre le vecteur vitesse U et la visée d’un point lumineux

O soit constant : (7, m) = .

1. Exprimer, en fonction de v, et « les composantes en
coordonnées cylindriques de la vitesse o de I'insecte.
2. A l'instant initial ¢ = 0, r(0) = ro et 6(0) = 0.
Exprimer I'accélération en fonction de vy, rg, « et t.

3. Déterminer et tracer la trajectoire de |'insecte.

4. Au bout de combien de temps l'insecte atteint-il le
point O 7 Que vaut I'accélération a cet instant 7 De quel
angle 0 aura-il tourné entre t = 0 et t = t; ou il se
retrouve a la distance 7 du point O. Commenter le cas
oury=0.

Ex 9 Mouvement cycloidal

Une roue de rayon R et de centre C se déplace dans un
plan vertical Oxz de sorte que la vitesse de son centre
C' vérifie x. = vt ou vg > 0 est une constante. Un
point M de la roue situé a la distance r de son centre C
tourne avec celle-ci a la vitesse angulaire constante w.

1. Déterminer les coordonnées cartésiennes de la posi-
tion M en fonction e r, vy, w et t.

2. On note R le rayon de la roue et on impose vy = wR.
Expliquer pourquoi cette condition correspond a I'ab-
sence de tout dérapage de la roue dans le plan horizontal
(Ozy) sur lequel elle roule.

3. Pour r quelconque déterminer les équations paramé-

triques de la trajectoire de M. Tracer la trajectoire pour
r=R.

Ex IO Trajectoire particuliére
Un mobile est en mouvement dans le plan (Ozxy) sur la
courbe C d'équation polaire = 2R cos(6). Au cours de

ce mouvement I'angle 0 varie de sorte que 6 = ——
cos?(0)

R et Q) sont des constantes positives.

1. Déterminer la nature de (C) : on établira son équation

cartésienne. Tracer la courbe correspondante.

2. Déterminer la vitesse du mobile en coordonnées po-
laires en fonction de R, €2 et 6. Montrer que |'accéléra-
tion est en permanence dirigée vers le point O.

3. Quelle est la durée nécessaire pour un parcours com-
plet de cette trajectoire?

Ex [ Mouvement rectiliane sinusoidal

On dit que le mouvement de M est sinusoidal (ou os-
cillatoire simple ou harmonique) si |'équation de mouve-
ment est de la forme : x(t) = Ay cos(wt) + By sin(wt) +
Lo

1. Montrer que cette fonction est solution de I'équation
différentielle & + w?z = w?z,.

2. Montrer que par un changement d'origine, on peut
faire disparaitre le terme z,,.

3. Montrer alors que I'on peut mettre x(t) sous la forme
A cos(wt + ¢). Déterminer I'expression de A et ¢ en
fonction de A; et Bj.

4. Déterminer |'expression de la période du mouvement
T.

5. Déterminer I'expression de la vitesse et de I'accéléra-
tion du mouvement.
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RP | Choe Fronttal

Une personne entrainée n'a pas de risque de se blesser si la décélération qu'elle subit est inférieure a dix fois |'accélération
de la pesanteur.

Pour éviter que la ceinture de sécurité ne soit cause de blessures, I'association Euro NCAP 2 recommande que la force
exercée par la ceinture sur I'individu ne dépasse pas 16000 N.

Pourquoi les voitures ont-elles une carrosserie déformable ? Pour un conducteur équipé d'une ceinture, 3 partir de
quelle vitesse un choc frontal lui est-il fatal?
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